INTEGRALI ZADACI (11 DEO) — INTEGRACIJA POMOCU SMENE

Ako uvedemo smenu x = g(¢) onda je dx =g (¢£)dt 1 pocetni integral J- f(x)dx postaje:

[£eodx =] f(g(t)-g (t)dt

Za pocetak evo jednog saveta: za smenu birati izraz ¢iji je izvod uz dx.

Smena ustvari, prosto receno, znac¢i da u datom integralu nesto (recimo € )izaberemo da je z. Od toga nadjemo izvod i
Q=t
Q'dx =dt

to zamenimo u pocetni integral, koji je sada sve "po ¢ ".

Primeri:

J- 2xdx o
2+12

Vidimo da uz dx imamo izraz 2x. Razmisljamo od ¢ega je izvod 2x ? Znamo da je (x*)'=2x i to éemo izabrati kao

smenu. Jo§ je pametnije da uzmemo ceo izraz x> +12 da nam bude smena jer je izvod od konstante 0. [ (x> +12)'=2x ]

x> +12=¢
2xdx = dt

= % =1In |t| + C = kad reSimo integral 'po t',

J- 2xdx
X2 +12

onda vratimo smenu i dobijamo reSenje 'po x' = ln‘x2 + 12‘ +C

j x’dx

3 =?
x +1

I ovde sli¢no razmisljamo, izvod od x” +1 je 3x” i to je pogodno za smenu, al §ta ¢emo sa onom trojkom?

Ne brinite, znamo da konstanta uvek moze da ide ispred integrala po pravilu jA - f(x)dx=A4 j f(x)dx

koje smo objasnili u prethodnom delu ( integrali zadaci I deo).

3

dt
x +1=t =
B 3 _ledt 1 |1
dx—c;t‘_'[_t ==[== 1n|t|+c_§1n\x3+1\+c

j x’dx

X +1 [Bxdx = df — x° 3t 3




3

1
jx+5dx:?

. o .l . . .. ) v
Ovaj integral li¢i na tabli¢ni I —dx = 1n|x| + C aliumesto x uimeniocu imamo x + 5. Zato je pametno bas taj izraz
X

uzetl za smenu :

x+5=t¢
dx =dt

:J-%dtzln|t|+C: In|x+5|+C

1
J-)chSdXZ

Vezano za ovakve integrale mozZemo izvesti jedan zakljucak: j dx =In |x + a| +C

xta

[4]

1
j ~dx =7
(x+5)
Ovaj integral je slican prethodnom, ali pazite jer u imeniocu je stepen izraza pa on ‘ne ide’ u In.

xX+5=t¢
dx =dt

1
I(x+5)3 e

1 R ! 1 1
= [t = [de = +C=-—st+C=-—+C
t 3+1 2.t 2-(x+5)

[5]

Isinzx .cosxdx =?

Uz dx imamo cosx, a kako znamo da je izvod od (sinx)'=cosx , jasno je da ¢e to i biti smena.

sinx=t¢ 3 in’
J-sinzx-cosxdx: :.[tzdt:t—+C: S X o
cos xdx = dt 3 3
J.e_"szdxz?
—X’ =t
3 dt 1 1 1 3
e xldx = =|le—=—|eédt=—€e"+C=|——e" +C
J- —3x2dx:dt—>x2dx=£ '[ -3 3'[ 3 3




J-ctgxdx =7

. o . COS X )
Ovde najpre moramo upotrebiti identitet czgx =——, pa tek onda uzeti smenu:
sin x

sinx=t¢ dt

jctgxdx —I = 1n|t|+C ln|smx|+C

sin x cos xdx = dt

arctgy
J- 1+y°

Vidite i sami da se bez znanja izvoda tesko moze razumeti metoda smene, zato vam savetujemo da prvo njih dobro

obnovite pa tek onda da se probate sa integralima...( fajlovi izvodi — zadaci LII III deo)

arctgy =t 5 B
i :jtdt:t_wzmw
l+y ~dy =dt 2 2
I+y
2
J-x6dx o
x +4

Ovde uz dx imamo x* I znamo da je izvod od (x*)'=3x” a u imeniocu nemamo x’. Zato éemo mi malo prepraviti

imenilac da bi dobili x°...

X =t

J-xzdx _J- x> dx _[ 1 dt
x*+4 (x3)2+4 3x’dx = dt—)xzdx— 2 +4 3 t?+4

1 t : : .
dx =—arctg—+C ali moramo najpre odrediti a.

Ovde ¢emo upotrebiti tablieni integral  [——
a +t a a

1 X
arcte—+C =|—arcte—+C
gz 6" 7

11
£+2° 32

_1.[ dt IJ' dt

37 a3




Kad smo ve¢ upotrebili ovaj tabli¢ni integral , ako se secate, mi smo pomenuli da ne dozvoljavaju svi profesori da se on

koristi. Pa da vidimo kako smo mi njega resili metodom smene:

2 2

[ U av=Laretg®+c TaBLIONT
a

a +Xx a
Dokaz:
Xy
j21 —dx = lx alx:i2 lx de=| a —izjl%admlﬂ{jl%dt:
@ +x Uy T+ | F g savmga] ¢ UL a0 T
a a a
1 1 1 X
— dt =—arctgt +C =|—arctg—+C
a'[[l+t2] a rels a " ga

j ! 2a’x:?
25+x

Ovde je dakle samo problem odrediti vrednost za a.

1 1 1 X
dx = dx =[ovde je dakle a=5]= | —arctge—+C
j 2 I 71 T lovdel : 58S

Slicna situacija je i sa :

dx = arcsm +C TABLICNI

e

Dokaz:
1 1 1
[——=a=] dx=[ dx=[ dr=t [
Va'-x \/aZ[l—(;‘f] JﬁJU—(ﬁ)Q] Jl Y] ¢ ﬁ/l ()
X
P e 1 gt 1 x
=—|——adt=—-4 - dt = dt =arcsint + C =|arcsin—+C
g i aa “IVl—fz A I\/l—’z I\/l—’z a
a



J-;dx:?

V15— x2

Opet se trazi vrednost za a. Ovde je malo teZe jer 15 nije kvadrat nekog broja, ali mi upotrebimo trikce:

dx =[dakle a = J15 paje]= arcsin—— + C

Jis

1 1
- b= f—_—_
T

Isin axdx =7 gde je a konstanta, to jest bilo koji broj.

ax=t

jsinaxdx: dt :jsint-ﬁ:ljsintdt:l(—cost)nLC: —lcosax+C
adx=dt —> dx=— a a a a
a

Vezano za ovakve integrale , gde umesto x-sa imamo ax , mozemo reci da se rade uvek sa smenom ax=¢, odnosno

. e . 1
radimo ga kao tabli¢ni, a ispred integrala dodamo konstantu —.
a

Na primer:

1.
jcos axdx =—sinax+C
a

J-e‘”‘dx = le”’c +C itd.

a
J‘sin2 xdx =2

Ovde nam treba trigonometrijska formulica za sin® x ( pogledaj prethodni fajl : integrali zadaci I deo)

Isinz xdx =Iﬂdx =1[J‘1‘dx—jc052xdx] =l[x—lsin2x]+C = lx—lsin 2x+C
2 2 2 2 2 4

Ovde smo u radu iskoristili zakljucak iz prethodnog zadatka jcos 2xdx = %sin 2x.



Icosz xdx =2

1+cos2x

Opet mora trigonometrija... cos’x = 5

Icos2 xdx :I%

dx = %_[[1 +cos 2x]dx =

=l[j1-dx+jcos2xdx]=1[x+1sin2x]+c: 1 iLlsinox+c
2 272 2" 4

jdx o

sin x

Ovaj zadatak mozemo resiti na vise nacina. Upotrebi¢emo trikce :

j dx :.[ dx .sinx:J-sinxdx:.[ sin x "

sinx Jsinx sinx Y sin’x 1—cos® x

Sada ve¢ imamo ociglednu smenu...

cosx =t

————dx =|-sinxdx = df| = |
l—cos” x

j sin x —dt _I dt
, -2 -1
sin xdx = —dt

dx —iln
x—a* 2a

X—a

Ovo je tabli¢ni integral .[ +C paje

xX+a

t_—l 1, |cosx—1

t+1

Izdt =ln +C=—In
-1 2 2

Resenje moze ostati i ovakvo, ali ¢cemo ga mi namerno malo prepraviti jer se ovaj integral moze elegantnije resiti

+C

cosx+1

preko trigonometrijskih smena, a tamo ¢e reSenje izgledati bas kao...

1
lln ’

2

cosx—1 cosx—1 cosx—1

+C=In +C=In +C=|ln +C

o
g2

cosx+1 cosx+1 cosx+1




J-lxdxr)
V1+x

1—-x
—dx ovde je trik 1zvrSiti racionalizaciju =
Wi f N ! : fm Iﬂ

Sad ¢emo ovaj integral rastaviti na dva...

dx = prvi je tabli¢ni a drugi ¢emo resiti smenom( na stranu)

j\/l X’ _I\/l x? _I\/l—xz
VI-x* =t
j\/lf sx = Z\/ll— = (~Zx)dx = di ZI(—dt)=—t+C=—ﬁ+C

X

= —dt

2

1—x

Vratimo se u dosadasnje resenje i imamo:

dx = arcsin x — (—/1-x* )+ C =|arcsin x +V1—x* + C

JA\/l X _I\/l X _I\/l—x2



